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Ingenieria de Estructuras L-68

1. Introduccion

En este trabajo, se estudia el comportamiento tensional de una placa de hormigén ar-
mado sometida a una carga uniformemente repartida. La geometria de la pieza se muestra
en la siguiente figura, junto con las condiciones de contorno (fig. 1);

Empotramiento

Simplemente apoyado

Figura 1: Geometria de la placa y condiciones de contorno.

Asi pues, se estudiardan dos casos de carga: en primer lugar se va a estudiar el com-
portamiento de la pieza sometida Unicamente a su peso propio, y en segundo lugar, su
peso propio junto con una carga uniformemente repartida sobre ella. El objetivo final del
trabajo serda determinar el valor de la carga para el cual las tensiones, tanto de traccion
como de compresién, no superan los 30 MPa.

La simulaciéon para obtener el comportamiento tensional se realizard con el software
GiD, usando el médulo RamSeries Educacional 2D, con el tipo de problema Plates.

2. Modelizacion

En esta seccion, se desarrolla el problema y los pardmetros correspondientes a la mo-
delizacién, es decir, el pre-proceso de la figura.

2.1. Fenomenos a capturar

Como se ha comentado anteriormente, el objetivo final del trabajo serd determinar el
valor de la carga que haga que no se superen los 30 MPa tanto en compresién como en
traccién. Ademaés, una vez determinado dicho valor, se procederd a estudiar el comporta-
miento estructural de la placa.
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El comportamiento estructural quedara determinado por su campo de desplazamientos
y su campo de deformaciones y esfuerzos. Una vez obtenida la respuesta de la placa ante
la carga, se podrda determinar qué elementos estructurales se deberan anadir a la pieza
para su correcto funcionamiento, tales como armaduras de flexién o cortante.

2.2. Formulacién basica

A continuacién, se detalla la formulacién que se va a utilizar para resolver el problema y
obtener campos de desplazamientos y esfuerzos. En el caso que se nos presenta, se considera
conveniente usar la teoria de Reissner-Mindlin para placas, pues es una formulacion aplica-
ble tanto a placas delgadas como gruesas. La teoria de Kirchhoff seria valida también pues
la pieza es suficientemente delgada, pero se ha decidido utilizar la de Reissner-Mindlin que
engloba ambos casos y tiene en cuenta tanto el comportamiento a flexién como de cortante.

2.2.1. Hipoétesis y campo de desplazamientos
La teoria de Reissner-Mindlin se basa en las siguientes hipotesis:
1. En los puntos del plano medio, se considera u = v = 0.

2. Todos los puntos contenidos en una normal al plano medio tienen aproximadamente
el mismo desplazamiento vertical.

3. La tensi6n normal o, se puede despreciar (Hipétesis de tension plana).

4. Los puntos que antes de la deformacién se encontraban sobre rectas normales al
plano medio siguen estando sobre una misma recta pero esta no necesariamente va
a ser normal a la deformada del plano medio.

Dichas hipétesis nos llevan al siguiente campo de desplazamientos;

—~
—_
~—

u(z,y,z) = —20,(x,y)
v(z,y,2) = —20,4(x,y) (2)
w(e,y,2) = w(z,y) ®)

donde se debe tener en cuenta que en este caso los giros, debido a la hipdtesis 4, se
definen como;

0

0c(@,y) = 5+ O @)
0

%mw:£+% (5)

Asi pues, los movimientos nodales van a quedar definidos por el vector u = [w, 0, Qy]T.
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2.2.2. Deformaciones y deformaciones generalizadas

Las deformaciones, por tanto, van a quedar definidas de la siguiente forma. Nétese que
las componentes del vector de deformaciones que son nulas no se incluyen en éste.

€= [€x7€y77my77yz7’yzz]T (6)
donde tenemos:

ow 00,

ow 00,
DT T oy (8)
_ Ou N ov 00, N 00, (9)

Yoy = oy  Ox : oy Oz

B ov Ow _ g ow 10
7yz—$+afy—*x+% (10)
_ ou Ow _ g ow 1
’sz—g_f'%—_y_{'aiy ( )

Asi pues, dentro del vector de deformaciones, dividiremos dichas componentes en fle-
xion y cortante:

€z
Ey e
c = Yy _
.. o
Yyz
L Yoz

Asi pues, definimos las deformaciones generalizadas &€

Ef Z€ f
Ef éc
Notese que ahora las deformaciones generalizadas no dependen de z y por tanto al
integrar con respecto a z son constantes:

09, 99, 90, 09, dw ow]”

e Ty Tk O, — 0, + — 12
ar ay oy T ax T e Tt g, (12)

é:

donde las tres primeras componentes seran las de flexién y las dos ultimas las de cortante.
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2.2.3. Tensiones y esfuerzos

Las tensiones segin esta formulacion se presentan a continuaciéon. Téngase en cuenta
que se seguira utilizando la notacién en la cual se dividiran las aportaciones en flexién y

cortante.
F o T
o
y of
-
o= o = = De
Oc
Tyz
L Tzz

donde la matriz constitutiva D también se divide en parte de cortante y parte de

flexién:

o-[% 5

0 D,

Asi pues, las tensiones generalizadas, que también se dividen en flexion y cortante:

M,
]\%Lﬁly i 21 —zo Y21 _22Dsé t3D 3
&= = .. :/ [ f}dz:/ [fo]dz:mf"f
e —t/2 L Fe ~t/2 cTe tDcEf
@z
[ Qy

donde, haciendo un pequeno cambio de notacién, finalmente queda:
. [ Dyoy
o ~
[ Doy ]

2.2.4. Principio de los Trabajos virtuales

Una vez se han formulado los desplazamientos, tensiones y deformaciones, se procede
a desarrollar la ecuacién del PTV:

// selodv = // sultdA + ZéuiTpi (13)
1% A -

Dicha expresion se puede reescribir de la siguiente forma, usando las ecuaciones ante-
riormente presentadas:

/ / 0eTEdA = / / ouTtdA+ " 6ui"p; (14)
A A p

La discretizacion en elementos finitos de los desplazamientos y las deformaciones:
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u = Z (Njw; + N0, + Nieyi) = Z N;a; = Na (15)
=1 =1

g = Z Biai = Ba (16)
=1

donde IN, B y a son las respectivas matrices de funciones de forma, de deformacién y
movimientos, que también dividimos en parte de flexion y parte de cortante. Sustituyendo
en la ecuacion del PTV, obtenemos la expresién de la matriz de rigidez y vector de fuerzas:

K© = / / BT"DBdA = K;© + K_.© (17)
A

= / /A N;TtdA (18)

Noétese que la matriz de rigidez también se ha dividido en dos partes, una correspondiente
a la aportacion de flexién y otra correspondiente a la de cortante.

Para la discretizacién en elementos finitos de la placa, se usaran los elementos de
placa de Reissner-Mindlin CLLL, que se trata sencillamente de un cuadrilatero de
cuatro nodos donde la geometria y el campo de movimientos se interpolan con funciones
bilineales, y las deformaciones de cortante con funciones lineales. Satisface las condiciones
necesarias para mallas de mas de 2 x 2 elementos, y por tanto, se considera un elemento
muy robusto para su utilizacién préctica, ademas de tratarse de un elemento relativamente
sencillo y preciso ([1]). Los elementos DKT también son una opcién, pero suelen aplicarse
Unicamente a placas delgadas, hecho que limita un poco su uso.

2.2.5. Bloqueo por cortante

La matriz de rigidez de los elementos de Reissner-Mindlin, como se ha explicado ante-
riormente, se puede dividir en dos aportaciones, la de flexién y la de cortante. Notese que
la matriz de flexién es proporcional a t3/12, mientras que la de cortante es proporcional a
t. A causa de esto, cuando el espesor disminuye, la matriz de rigidez K¢ va a tender a cero,
proporcionando resultados que carecen de sentido. Es decir, la solucién queda bloqueada
por el efecto del cortante.

Para resolver esto, se pueden plantear diferentes soluciones. Una de ellas seria la de
imponer un campo de deformaciones de cortante compatible, solucién que se implementa en
el caso de los elementos CLLL, motivo por el cual se ha decidido escoger dichos elementos
para desarrollar la simulacion.
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2.3. Definicion del modelo

Como se ha comentado antes, la simulacién se realizard con el software GiD y su
médulo RamSeries Educacional (Plates). Asi pues, en esta seccién se detallan los pasos
que se han seguido para el pre-proceso de la pieza.

2.3.1. Geometria

La geometria de la pieza se muestra en la siguiente figura (2). Para ello, se ha definido
el contorno de esta y finalmente, se ha definido como superficie.

Figura 2: Geometria de la placa en GiD.

2.3.2. Condiciones de contorno

Seguidamente, se introducen las condiciones de contorno en los lados de la pieza donde
tenemos apoyos o empotramientos. Los desplazamientos que se han prescrito en cada caso:

» Empotramientos: se imponen desplazamientos verticales y giros nulos (w = 6, =

6, =0).
» Apoyo simple (débil): se imponen desplazamientos verticales nulos (w = 0).

En la figura 3 se muestran las condiciones de contorno impuestas:

Figura 3: Condiciones de contorno.
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2.3.3. Cargas aplicadas

Se han considerado dos casos de cargas: en el primero, solo se ha considerado el peso
propio, y en el segundo, el peso propio junto con una carga uniformemente repartida sobre
la superficie de la placa. El objetivo, como se ha considerado, es determinar el valor de
la carga que haga que las tensiones maximas no superen los 30 MPa tanto en compresion
como en traccion.

2.3.4. Propiedades de los materiales

La placa estara enteramente conformada por hormigén armado. Las propiedades que
se le han asignado son las habituales del hormigén armado:

E=22-10" N/m? (19)
v=0,2 (20)
v = 24000 N/m? (21)
t=02m (22)

dichos parametros son el médulo de elasticidad, médulo de Poisson, peso especifico y
espesor respectivamente. En la siguiente figura, se muestran los materiales que conforman
la placa:

Figura 4: Materiales de la placa en GiD.

2.3.5. Discretizacion en elementos finitos

Como se ha comentado en la seccién 2.2.4, la discretizacién en elementos finitos se
realizard mediante elementos CLLL de Reissner-Mindlin. Un ejemplo de malla utilizada
es el que se muestra a continuacién (fig. 5):
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¥

L.
=

Figura 5: Ejemplo de malla utilizada (no estructurada).

Como a priori no se sabe el tamafno de malla que va a proporcionar la precisién necesa-
ria, se obtiene un diagrama de convergencia en desplazamientos para comprobar que dicha
variable converge a un determinado valor cuando la malla se va refinando. Asi pues, se
procede a realizar diferentes simulaciones y a observar el desplazamiento vertical maximo.
A continuacién, se presenta el diagrama de convergencia en desplazamientos verticales
méximos (6):

Diagrama de convergencia en desplazamientos
-0.058
| 2000 A000 B0 B000 10000
006
0062 |
-0.064
-0.066 —8—CLLL

-0.068 N

007 =

Desplazamlento vertlcal méxima (m)

072

Figura 6: Diagrama de convergencia en desplazamientos verticales maximos.

Como se puede observar en el diagrama de convergencia, los desplazamientos conver-
gen hacia un determinado valor. Asi pues, usaremos la malla mas fina que se ha utilizado
y para la cual los resultados se estabilizan entorno a un mismo valor. En este caso, se
tratara de la malla de 0.25 m.

Cabe decir también que se ha tenido que refinar la malla en las esquinas, pues al
haber una geometria abrupta se generan tensiones ficticias que desaparecen al refinar la
malla. Por este motivo, en los lados donde la geometria cambia de forma abrupta se ha
asignado un tamano de malla inferior al resto. En la siguiente figura (7), se observa como
las tensiones ”ficticias” de las esquinas y en los apoyos desaparecen al refinar la malla.
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(a) Concentracién de tensiones con una malla de (b) Concentracién de tensiones con malla de 0.25
1 m. m.

Figura 7: Concentracién de tensiones en las esquinas.

3. Resultados

En esta seccion, se muestran los resultados de la simulacién. En la siguiente tabla, se
detallan los valores de compresién y traccion maximos para cada caso de carga unifor-
memente repartida. Recuérdese que el peso propio de la pieza se tiene en cuenta para la
simulacién.

Carga (10* N/m?) | Traccién maxima (M Pa) | Compresién méaxima (M Pa)
5.5 13.18 16.54
7.5 20.48 25.68
8.65 23.83 29.89
8.7 23.98 30.08
8.75 24.12 30.26
9 24.85 31.17

Cuadro 1: Resultados para los diferentes casos de carga.

Asi pues, tenemos que la carga méxima va a encontrarse entre 8,65 - 10* N/m? y
8,7-10* N /m?2. Para obtener la respuesta de la placa ante dicha carga, se utilizara el valor
inferior del intervalo, pues usando este las tensiones seran estrictamente menores de 30
MPa. En la siguiente figura, se muestran las tensiones principales maximas de la placa:

(a) Tensién principal o3 (b) Tensién principal o

Figura 8: Tensiones de traccién y compresion en la pieza.
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Como se puede observar, los resultados no presentan las tensiones ficticias que se han
comentado anteriormente, ya no se observan concentraciones de tensiones en las zonas
de cambios de geometria abruptos o apoyos, y por tanto, podemos considerar que los
resultados son fiables. Ademas, se ha comprobado que la malla es lo suficientemente buena
como para proporcionar resultados consistentes.

3.0.1. Respuesta tensional de la placa

Una vez se ha hallado la carga maxima, se procede a estudiar la respuesta de la pieza
ante dicha carga. En las siguientes figuras (fig. 9) se muestran los resultados de los esfuerzos
y desplazamientos verticales de la placa:

I1 ‘o805
s,
o
¥ 1 0.53059 F &
N
o 0.13389. -
s i e | R
(a) Desplazamientos verticales. (b) M,
—_— S
l 178430405
s
¥ 1 156086406 v
, i
x 259760406 x
.
F—— ot st
(c) M, (d) My
lwszws 07 'saagaeme
. i
> B 35673e+06 y | BE
ol B A ) PR )
(e) Qu (f) @ y

Figura 9: Respuesta de la placa ante la carga.

La calidad de los resultados se puede asumir como suficientemente buena. El problema
de la concentracion de tensiones se ha solucionado de forma eficiente y apenas se tienen
problemas en los puntos criticos. Ademads, aunque en algunas figuras se vean dichas con-
centraciones, se tiene que decir que son pequenas y no afectan a los valores maximos de
tensiones.
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Finalmente, se presenta la representacién de la deformada de la figura en tres dimen-
siones (fig. 10);

Disp-Z (m)
1.2158

l 1.0805
0.94529
0.81006
0.67482
053959

v 0.40436
% I 0.26912

0.13389
Areas coloreadas de Displacements, Disp-Z (m) S bnTa
Deformacion ( x1.68769): Displacements de Load_Case, step 1 '

Figura 10: Deformada de la placa.

3.0.2. Discusién de resultados

Los resultados del andlisis nos permiten determinar el comportamiento estructural de
la placa y si necesita algin tipo de refuerzo en algin punto, como por ejemplo, armaduras
de flexién o de cortante. Una vez se ha comprobado que dichos resultados son sélidos y
suficientemente precisos, se procede al estudio de ellos.

En las figuras que se han presentado anteriormente (fig. 9), se observan diferentes cosas:

» En primer lugar, de los diagramas de momentos (fig. 9b-9¢-9d), se puede observar la
respuesta de flexién de la placa. Se observa que los tres esfuerzos (M, M,, Mzy) son
de orden de magnitud similar, y por tanto, podemos decir que la flexién va a tener
tanta importancia como la torsién. En este caso, este ultimo esfuerzo tiene un orden
de magnitud suficiente como para no poder despreciarlo, la placa no solo trabajara
a flexién. Asi pues, va a ser necesario colocar armaduras en ambas direcciones x e y
para poder asegurar el correcto comportamiento de la placa.

= En segundo lugar, se observa que los esfuerzos de cortante son también suficiente-
mente importantes, de modo que se va a necesitar una armadura de cortante en la
placa para asegurar su correcta respuesta estructural.

3.0.3. Detecciéon y solucién de problemas

Los problemas que la simulaciéon en un principio presentaba son los que se han comen-
tado anteriormente:

= Bloqueo por cortante

s Concentraciéon de tensiones

Dichos problemas se han resuelto previamente de forma que los resultados de la simula-
cién fueran coherentes. El primero de los problemas sencillamente se ha resuelto utilizando
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un elemento de placa CLLL, que como se ha comentado, impone un campo de deforma-
ciones de cortante lineales que evita que la solucién quede bloqueada por la cortante. El
segundo problema se ha resuelto también de forma sencilla refinando la malla en los puntos
conflictivos para disminuir la concentracion de tensiones.

4. Conclusiones

A lo largo de este informe, se ha presentado la simulacién y los correspondientes re-
sultados de esta en el caso de una placa uniformemente cargada. Inicialmente, los proble-
mas que han surgido por el modelo escogido se han resuelto de forma sencilla eligiendo
los elementos de placa correctos y el tamano de malla suficientemente pequenio que nos
proporciona convergencia de resultados y eliminacién de concentraciones de tensiones en
puntos de geometria abrupta o apoyos.

Finalmente, se ha podido presentar un andlisis estructural del comportamiento de
la placa que serd necesario para determinar si dicho elemento necesita de armaduras o
refuerzos para su correcta respuesta en servicio.
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