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Fernando José Quevedo Gonzalez

INTRODUCCION

En el trabajo préactico se plantea la resolucién del problema de la catenaria de un
cable suspendido de dos apoyos a diferente altura y sometido, Unicamente a su propio
peso.

Dicho problema fisico encuentra su representacion matematica en un sistema de
ecuaciones diferenciales de primer orden, cuya resolucion conduce a un sistema de
ecuaciones no lineales. Es ultimo sistema el que, con ayuda de diferentes métodos
numéricos, se resuelve en el presente documento.

Los métodos a emplear pueden encuadrarse en tres grupos: los métodos de
Newton-Raphson, los métodos cuasi-Newton y los métodos Newton-secantes. Los
métodos cuasi-Newton presentan un esquema que ofrece un menor coste numerico Y,
constituyendo una optimizacion del método de Newton-Raphson. Finalmente, los
métodos Newton-secantes son simplificaciones del método Newton-Raphson, buscando
en todo caso, una mayor simplicidad y un menor coste del calculo/actualizacion de la
matriz de rigidez (que, en teoria ofrecera una mayor velocidad de convergencia).

A pesar de que la solucion del problema por cualquiera de estos métodos
numéricos, conduce a un resultado igualmente valido del problema planteado, se ha
elegido implementar los diferentes métodos para, asi poder lograr una mejor comprension
de los mismos, comparar la mecanica de resolucion de cada uno y la eficiencia, tanto a
nivel de rapidez computacional (0 nimero de iteraciones hasta la convergencia), como a
nivel de posibles errores en la solucién.

Con respecto al problema planteado, estableciendo ecuaciones de equilibrio y
operando las mismas, puede reducirse a dos ecuaciones no lineales, las cuales constituyen
el problema numérico a resolver. Para ello, es necesario el célculo del jacobiano del
sistema, que proporcionarad la matriz de rigidez tangente del sistema, necesaria para el
calculo. El sistema se resuelve en términos de las reacciones en los extremos v,
posteriormente se obtiene, a partir de las mismas, la deformada del cable asi como la
tension del mismo, haciendo uso de las ecuaciones basicas de equilibrio del sistema.
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PROGRAMACION DE LA SOLUCION
Explicacion general del programa

Para la implementacion del esquema de solucion, que permita a su vez la
utilizacion de diferentes métodos, se ha elegido un esquema en el que se tiene una
funcién principal (main), de la que “cuelgan” a modo de subrutinas los diferentes
métodos.

Ademas, se han definido una serie de subrutinas adicionales que realizan tareas
repetitivas y comunes a la mayoria de los métodos, con el objetivo de simplificar el
programa, logrando una mejor estructuracion del mismo. En la tabla 1 se resumen las
diferentes subrutinas utilizadas.

Subrutina Descripcion

Iniciales Inicializa la solucion.

les

Tangente Calcula la matriz de rigidez tangente.

ICiona

Obtiene le incremento en la solucidn, resolviendo el sistema
matricial de ecuaciones.

Subrutinas ad

Deftens Calcula la deformada (catenaria) y la tension del cable.

Newtonmod Implementa el método de la rigidez inicial.

Bfgs Implementacién del método BFGS.

Implementacidn de los métodos Newton- secantes. Hace llamadas

Newtonsecantes .
a las funciones Bfgs_secante y Broy_secante.

Subrutinas de los métodos

Broyden_secante | Implementacién del método de Broyden en su versidn secante.

Tabla 1 — Subrutinas que componen el programa.
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El esquema general de todos los métodos presentados es similar (Fig.1); por tanto,
el planteamiento de todas las subrutinas es asimismo similar: partiendo de una solucion
inicial, se calculan los coeficientes de las ecuaciones que describen el problemay, a partir
de éstos, la matriz de rigidez tangente. Con dicha matriz (en su forma invertida o
factorizada) se resuelve el sistema matricial de ecuaciones, calculandose el nuevo
incremento de la solucién (Au). Con dicho incremento, se calcula el error cometido (r) y
en base a dicho error se toma la decision de finalizar el programa (si es inferior al valor
fijado como referencia, r*), o continuar con el siguiente incremento o iteracién, en cuyo
caso, se recalculan los coeficientes y se recomienza el esquema.

Solucién inicial

Calculo de coeficientes

Matriz de rigidez

Solucion del sistema K-Au=-r

Actualizacién de la solucién u™'=u"+Au

Célculo del nuevo error (r)

Fig. 1 — Algoritmo de los métodos.
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Las diferencias entre los métodos radican en el calculo de la matriz de rigidez
tangente y su actualizacion. Asi, el método de Newton-Raphson calcula y actualiza dicha
matriz en cada incremento de carga, mientras un método Newton modificado, como es el
método de la rigidez inicial (presentado en este trabajo) sdlo calcula la matriz de rigidez
en la primera iteracion.

Los métodos cuasinewton plantean modificaciones al calculo de la matriz de
rigidez tangente, de manera que, generalmente plantean una actualizacién de la misma
mucho menos costosa que el propio calculo de dicha matriz, la cual es directamente
calculada Unicamente para la primera iteracion.

De igual modo, los métodos secantes presentados Unicamente calculan la matriz
de rigidez tangente inicial, modificando las formulas de actualizacion para obtener una
actualizacién de dicha matriz que realmente proporcione una matriz secante, en base a las
soluciones actual y anterior. Es decir, lo que realmente cambia es el paso de resolucion
del sistema de ecuaciones antes mencionado, que es transformado para resolver el
problema secante (en lugar del tangente).

A continuacion se procedera a explicar mas detalladamente cada una de las
subrutinas, se hard una breve descripcion de su esquema de calculo (en el caso de las
subrutinas que implementan los diferentes métodos) y se presentara y explicara el codigo
del programa.

Cabe destacar que durante todo el célculo se utilizan variables de doble precision.
Subrutina “main”

Esta es la rutina principal del programa. En ella se hacen llamadas a las subrutinas
de los diferentes métodos, asi como a las subrutinas de inicializacion. Ademas se
almacenan los valores iniciales en las variables correspondientes y se realiza la escritura
de resultados en ficheros. Cabe destacar que los bucles de calculo de las diferentes
iteraciones estan incluidos en esta rutina principal, constituyendo las diferentes subrutinas
de los métodos, como se ver4, una unica iteracion de los mismos.

Se puede ver que se utilizan dos ficheros de resultados: uno que contiene la
solucion y el error en las diferentes iteraciones, y otro que va contener el resultado final
en términos de la deformada y la tension en el cable.

Por otro lado, en ocasiones las variables utilizadas difieren en nombre de las
utilizadas al interior de las diferentes subrutinas, lo cual tiene el propdsito de permitir el
empleo global (comun a diferentes subrutinas) de dichas variables.
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Subrutina “iniciales”

Se trata de una subrutina simple, cuyo codigo podria estar incluido directamente
en la funcion “main” (ya que solo se hace una Unica llamada), pero que ha sido creada
para dotar de mayor estructura y claridad al cédigo.

En ella se calculan los valores iniciales de la solucion del problema (almacenados
en el vector de 2 componentes (u), a partir de los datos: peso propio del cable (W),
longitud inicial del cable (Lo) y longitud entre apoyos (I).

subroutine iniciales (1,Lo,W,u)
real*8 Lo,W,1
real*8 :: u(2)

u(l)=(W*1l/(2d0*Lo) ) *dsqgrt (1/ (6d0* (Lo-1)))

u(2)=w/2d0
return
end

Se puede observar que la subrutina trabaja con 3 variables reales y un vector de
dos componentes reales. Las variables reales constituyen datos que se “pasan” desde el
programa “main” a la subrutina. Por su parte el vector (u) va a almacenar la solucion
durante todo el algoritmo (reacciones horizontal, H, y vertical, V), y aqui se almacena en
el mismo la solucion inicial.

Subrutina “coef”

Las ecuaciones matematicas que representan el problema y que permiten el
calculo de la matriz de rigidez tangente, presentan multitud de términos en comun. Es por
ello que, para simplificar el programa, dichos términos se han agrupado en coeficientes
que se almacenan en un vector.

Este vector posee componentes que son constantes y otras que varian con la
solucion y, por tanto han de ser calculados en cada iteracion. Es precisamente el célculo
de estas componentes variables con la solucion el que se realiza en esta subrutina.

Los coeficientes calculados son

|4

c(1) = T
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c(2) = /1 + (g)z

V-w
H

c(3) =

V—W)2

c(4) = 1+( -

Lo
C(S) = W
H'LO

c(6) =

Lo
E-A

c(8)=In £+ ’1+<g)2

c(9) =In

c(7) =

Donde Lo y W son la longitud inicial y el peso propio del cable ya mencionados,
E es el médulo de elasticidad; A, el area de la seccién transversal del cable. Por su parte,
H y V son las reacciones horizontal y vertical, respectivamente.

De estas componentes, las Unicas que no varian con la solucion son la
componente ¢(5) y la ¢(7). El célculo de estas dos componentes se realiza en la rutina
principal “main”.
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subroutine coef (W,u,c)
real*8 W
real*8 :: c(9),u(2)

c(l)=u(2)/u(l)
c(2)=dsqgrt (l+c(1l)*c (1))
c(3)=(u(2)-w)/u(l)
c(4)=dsqgrt (1+c(3)*c(3))
c(6)=u(l)*c(5)

! EVITO ERRORES DE REDONDEO AL CALCULAR
SINH-1 (PDAD SINH-1 (-X)=-SINH-1 (X))

if (c(l).1t.0d0) then

c(8)=-1d0
else

c(8)=1d0
endif

if (c(3).1t.0d0) then

c(9)=-1d0
else

c(9)=1d0
endif

c(8)=c(8)*dlog(abs(c(l))+c(2))
c(9)=c(9) *dlog(abs(c(3))+c(4))

return
end

En este caso se tienen dos vectores de variables reales y una variable real. Sin
embargo, ninguna de estas variables es nueva, sino que han sido ya presentadas en las
subrutinas anteriores, cobrando aqui el mismo significado.

Se puede observar que se utilizan las formulas de calculo aproximado del seno
hiperbdlico, asi como la propiedad que permite extraer el signo negativo del argumento,
para evitar errores de redondeo en el calculo, tal como se sugiere en el enunciado.

Subrutina “tangente”

Esta subrutina calcula la matriz de rigidez tangente a partir de los coeficientes
previamente calculados. Asimismo, segin las necesidades del método de solucién
empleado, la subrutina invierte dicha matriz tangente o hace una llamada a la subrutina
“crout” para factorizar la matriz.
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subroutine tangente (c,K,L,Up,flagl)
integer flagl

real*8 wval,det

real*8 :: c(9),K(2,2),L(2,2),Up(2,2)

! CALCULO MATRIZ DE RIGIDEZ TANGENTE
K(1,2)=c(5)*(1d0/c(2)-1d0/c(4))
K(2,1)=-c(5) *(c(2)-c(4)-c(1)*c(1l)/c(2)+c(3)*c(3)/c(4))
K(2,2)=c(7)+c(5) *(c(1l)/c(2)-c(3)/c(4))
K(1l,1)=c(5)*(c(8)-c(9))-K(2,2)+2d0*c(7)

|CALCULO LA INVERSA / FACTORIZO (SEGUN EL METODO)
if (flagl.eg.l) then !flagl=1 : he de calcular la inversa
det=K(1l,1)*K(2,2)-K(1,2)*K(2,1)
K=K/det
val=K(1l,1)
K(1,1)=K(2,2)
K(2,2)=val
else
call crout (K,L,Up) !flagl=0 : he de factorizar K=L ‘U
endif

return
end

En la subrutina se utiliza una variable entera (flagl) como variable I6gica de
control, que permitira cambiar entre el calculo de la inversa (flagl=1) y la factorizacién
de la matriz de rigidez (K). Dicha matriz, asi como las matrices triangulares inferior (L) y
superior (Up) son utilizadas como variables que almacenan el resultado de esta subrutina
y son “devueltas” para poder proseguir con el calculo de la solucién.

Ademas se emplean las variables adicionales “val”

calculo de la inversa cuando sea necesario.

Subrutina “crout”

y “det”, necesarias para el

Esta subrutina factoriza la matriz de rigidez como el producto de una matriz
triangular inferior por una triangular superior, segin el método de Crout.

10
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subroutine crout (K,L,Up)
real*8 :: K(2,2),L(2,2),Up(2,2)

I ASIGNO LOS VALORES CONOCIDOS DE
ANTEMANO (POR EL PROPIO METODO)
Up(1,1)=1d0

Up (2,1)=0d0

Up(2,2)=1d0

L(1,2)=0d0

L(1,1)=K(1,1)

L(2,1)=K(2,1)

! CALCULO EL RESTO DE TERMINOS
Up(l,2)=K(1,2)/L(1,1)
L(2,2)=K(2,2)-L(2,1)*Up(1,2)

return
end

Esta subrutina trabaja con las 3 matrices mencionadas en la subrutina anterior (K,
L, Up), y se puede observar que su razon de ser no es otra que dotar de claridad y
simplificar la subrutina anterior.

Subrutina “incr”

Esta matriz calcula el incremento de la solucion correspondiente a la iteracion
actual, resolviendo para ello el sistema de ecuaciones

K-Au=-—r

Siendo K la matriz de rigidez ya citada, Au el incremento en la solucidn a aplicar
en el paso actual y r el residuo (calculado en el paso anterior), definido como la
diferencia entre las cargas aplicadas (ge) y las cargas obtenidas con la ultima solucion.

La subrutina permite la resolucién directa (cuando se tiene la inversa de K) o
empleando una estrategia en dos pasos: uno directo y otro por remonte (cuando se tiene la
matriz factorizada como el producto de una matriz triangular inferior, L por una
triangular superior U). Ha de notarse, que dado a la forma en que se realiza el calculo del
vector residuos, se tiene directamente “-r”, por lo que dicho signo negativo no queda
reflejado en la subrutina actual.

11
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subroutine incr (K,L,Up,r,inc,flagl)
integer flagl
real*8 :: r(2),inc(2),L(2,2),Up(2,2),K(2,2)

!flagl=1 : TENGO LA INVERSA DE K
'flagl=0 : TENGO K FACTORIZADA (L -U)

if (flagl.eqg.0) then

! RESUELVO EL SISTEMA L*y=r (DIRECTO)
inc(l)=r (1) /L(1,1)
inc(2)=(r(2)-L(2,1)*inc (1)) /L(2,2)

! RESUELVO EL SISTEMA Up*u=y (REMONTE)
inc(2)=inc (2) /Up(2,2)
inc(1)=(inc(1)-Up(1,2)*inc(2))/Up(1,1)

else

! RESOLUCION DIRECTA
inc(l)=(r(l)*K(1,1)+r(2)*K(1,2))
inc(2)=(r(l)*K(2,1)+r(2) *K(2,2))

endif

return

end

Se puede apreciar que esta subrutina emplea las matrices anteriormente
mencionadas, asi como un vector para almacenar el resultado, que no es otro que el
incremento a aplicar (inc), otro vector que contiene el error cometido con la solucion
obtenida con el incremento inmediatamente anterior (r) y una variable entera (flagl), que
hace de variable légica de control para diferenciar los casos en los que se tiene la inversa
de la matriz de rigidez (flagl=1) o esta matriz factorizada (flag1=0).

Subrutina “error”

Esta subrutina calcula el vector de residuos para cada incremento en la carga, asi
como el error maximo (méaximo residuo en valor absoluto). Dicho error es utilizado para
el criterio de fin del programa. Por su parte, el vector de residuos se emplea para calcular
un nuevo incremento de la solucion.

12
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subroutine error (W,qge,c,u,r,emax)
real*8 W, emax
real*8 :: c(9),u(2),r(2),g9e(2)

call coef (W,u,c)
!Recalculo coeficientes para la nueva solucion

r(l)=u(l)*c(7)+c(6)* (c(8)-c(9))

'Evaluo las cargas internas que...

r(2)=W*c (7)* (u(2) /W-0.5d0) +c (6) * (c(2)-c(4))
!'...resultan de los "despl." obtenidos (Calculo f y g)
r=r-qge

'Evaluo el error cometido (realmente obtengo -r)

if (abs(r(l)).gt.abs(r(2))) then
emax=xr (1)

else

emax=r (2)

endif

return
end

Para dicho calculo del vector de residuos y del error maximo cometido en el
incremento, se emplean 2 variables reales, una para almacenar dicho error maximo y otra
que almacena el peso propio del cable; asi como 4 vectores, que almacenan los
coeficientes de las ecuaciones (c), la solucion (u), los residuos (r) y las cargas externas

(ge).

Dado que cuando se hace la llamada a esta subrutina siempre se tienen nuevos
valores de las variables, lo primero que se hace es actualizar los coeficientes
correspondientes, para lo que se hace una llamada a la funcion coef. Seguidamente se
calculan los residuos, obteniéndose directamente “-r”, por lo que, tal como se comento
con anterioridad, a la hora de calcular un nuevo incremento de la solucién no ha de
contemplarse dicho signo negativo.

Finalmente, el mayor valor absoluto de los valores de este vector de residuos es
almacenado en la variable que contiene el error cometido en la iteracién actual.

Subrutina “deftens”

Esta subrutina, al igual que la subrutina “iniciales” tiene su razén de ser en la
clarificacion y estructuracion del codigo, ya que solo se hace la llamada a esta subrutina
una vez en todo el codigo. En ella, a partir de la solucidn final al problema, se calcula la
deformada y la tension del cable.

13
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subroutine deftens (c,u,x,n,Lo,W)
integer n,i

real*8 Lo,W,s,inc

real*8 :: c(9),u(2),x(1000,4)

A=l

s=0d0

inc=Lo/n

do while (i.le. (n+1))

! RECALCULO COEFICIENTES QUE INCLUYEN LA S
c(3)=(u(2)-s/c(5))/u(l)
c(4)=dsqgrt (1d0+c(3) *c(3))
if (c(3).1t.0d0) then

c(9)=-1d0
else

c(9)=1d0
endif

c(9)=c(9)*dlog(abs(c(3))+tc(4))
!OBTENGO DEFORMADA Y TENSION

x(1,1)=s

X(1,2)=u(l)*s*c(7)/Lo+c (6)*(c(8)-c(9)) !Calculo la coordenada x
i c(7)*s*(u(2) /W-s/ (2d0*Lo) ) /c(5)+c(6)*(c(2)-c(4)) !Coordenada.z
=u (1) *c (4) !Calculo la Tensién

i=i+1

s=s+inc

if (s.ge.Lo) then

s=Lo

endif

enddo

return
end

3t
1

Se puede observar que se utilizan dos variables enteras: la variable “i” a modo de
contador, y la variable “n” que establece el nimero de puntos utilizados para obtener la
deformada y la distribucion de tensiones en el cable. En este caso, se emplean 1000
puntos para la obtencion tanto de la deformada, como de la distribucion de tensiones.

Ademas se emplean cuatro variables reales que se corresponden con la longitud
inicial del cable (Lo), su peso propio (W), el incremento o distancia entre dos puntos para
el calculo de la deformada y la distribucion de tensiones (inc) y la coordenada en
direccion del cable, tal como utilizada en el enunciado (5).

Finalmente, tres vectores conteniendo los coeficientes (c), la solucién (u) y otro
que va a almacenar la deformada y las tensiones en el cable (x) son igualmente utilizados.

Al incluirse la coordenada s, hay coeficientes que cambian porque dependen de
dicha coordenada (anteriormente, al considerarse la totalidad del cable, eran sustituidos
por Lo). Dichos coeficientes son recalculados en primer lugar. Seguidamente, se calculan

14
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y almacenan en “x” las coordenadas cartesianas de la deformada del cable y la tension.
Asimismo, la coordenada “s” es almacenada en “x”. Finalmente, para tener la certeza de
que se obtiene la solucion en el extremo derecho del cable, lo cual no estaria garantizado
debido a errores de redondeo en el célculo del incremento (inc), cuando “s” supera “Lg”,
dichas variables se igualan.

Subrutina “fullnewton”

Esta subrutina implementa el método de Newton-Raphson. Este método presenta
exactamente el mismo esquema mostrado en la seccion anterior, esto es, a partir de los
valores iniciales de la solucion, se calcula la matriz de rigidez tangente, se resuelve el
sistema para calcular el incremento en la solucion, se calcula la nueva solucion y se
recalcula el error de esta nueva solucion, en caso de no ser suficientemente buena, el
método continua iterando, para lo cual recalcula la matriz de rigidez tangente, un nuevo
incremento, un nuevo error, y asi sucesivamente hasta obtener una solucion
suficientemente buena.

En el caso particular del programa desarrollado, esta subrutina hace Ilamadas a las

2 (13

subrutinas “tangente”, “incr” y “error”, descritas con anterioridad, con lo que el codigo
resta razonablemente simple y claro.

subroutine fullnewton (W,c,ge,u,r,emax)
real*8 W, s,emax

real*8 :: c(9),ge(2),u(2),r(2),inc(2),K(2,2),L(2,2),Up(2,2)

call tangente (c,K,L,Up,0) !Calculo K. flagl=0: factorizacion K
call incr (X,L,Up,r,inc,0) !Tncremento en la solucion

u=u-inc !Actualizo solucion

call error (W,ge,c,u,r,emax) !Residuo + error

return
end

Se puede observar que, puesto que lo que se hace es llamar a ciertas subrutinas ya
descritas, todas las variables utilizadas en esta subrutina han sido ya descritas en las
subrutinas anteriores, utilizandose incluso los mismos simbolos.

Subrutina “newtonmod”

Los métodos Newton modificados, surgen con el animo de aumentar la velocidad
de convergencia del método de Newton-Raphson, que debido a la necesidad de calcular
en cada iteracion la matriz de rigidez tangente, puede hacerse muy lento a medida que
aumenta la envergadura del problema.

15
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En este caso se ha escogido el método de la rigidez inicial, el cual presenta el
mismo esquema que el metodo de Newton-Raphson, con la salvedad de que la matriz de
rigidez tangente sélo es calculada y factorizada en la primera iteracion. Evidentemente,
este método requerird mas iteraciones para obtener la solucion, sin embargo, cada
iteracion es mas rapida, ya que no ha de recalcularse y refactorizarse la matriz de rigidez
tangente.

Al igual que en el caso anterior, se hacen llamadas a las funciones “tangente” (una
vez solamente), “incr” y “error”.

subroutine newtonmod (W,c,ge,u,r,L,Up,emax)
real*8 W, s, emax
real*8 :: c(9),ge(2),u(2),r(2),inc(2),K(2,2),L(2,2),Up(2,2)
if (abs(r(2))) .eg.abs(ge(2))) then !Calculo K en el 1° incr.
call tangente (c,K,L,Up,0) !flagl=0: factorizacion K
endif
call incr (X,L,Up,r,inc,0) !Incremento en la solucion
u=u-inc !Actualizo solucion
call error (W,ge,c,u,r,emax) IResiduo + error
return
end

Se puede observar que el célculo de la matriz de rigidez tangente (obteniéndose la
inversa) solo se realiza si se cumple la condicion “if”, impuesta en base a la igualdad del
residuo y el vector de cargas externas o aplicadas (ge), lo cual solo se cumple en la
primera iteracion. Por lo demas, el algoritmo es idéntico a la subrutina anterior.

Subrutina “cuasinewton”

Esta subrutina realmente agrupa las dos rutinas que contienen los métodos
cuasinewton: “bfgs” (método BFGS) y “broy” (método de Broyden).

Al igual que en el caso anterior, estos métodos solo requieren el calculo de la
matriz de rigidez tangente en la primera iteracion, pero a diferencia del método anterior,
dicha matriz es actualizada en cada iteracion. Al requerirse la inversa de la matriz de
rigidez, ésta no es factorizada. La matriz de rigidez original es almacenada durante todo
el proceso (Ho), al mismo tiempo que, para cada iteracion una “copia” de la matriz es
actualizada (H).

Con dicha matriz actualizada se calcula una nueva soluciéon de manera similar al
método de Newton; esto es, se calcula el incremento en la solucién, se actualiza la
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solucion y se calcula el error cometido. Ademas, se calcula la diferencia en el error entre
dos iteraciones consecutivas, necesaria para la actualizacion de la matriz H.

Con estos datos (variacion del error entre dos iteraciones, incremento de la
solucion, matriz de rigidez original y matriz de rigidez actualizada) se llama a la
subrutina “broy” o a la subrutina “bfgs”, que calcularan la actualizacion de la matriz H.

subroutine cuasinewton (tol,W,c,ge,u,r,H,Ho,prod, emax)
integer k
real*8 emax,val,det,W, tol
real*8 :: u(2),r(2),s(2),y(2),omega(2),v(2),c(9),ge(2),1inc(2)
real*8 :: prod(2,2),Ho(2,2),H(2,2),L(2,2),Up(2,2)
!Tnicializo la matriz secante inversa
k=0
if (abs((r(2))).eg.abs(ge(2))) then ! Calculo K en el 1° incr.
call tangente (c,Ho,L,Up,1) ! flagl=1l: K inversa (K=Ho)
H=Ho
k=1 ! k=1 : primera iteracion
endif
call incr (H,L,Up,r,inc,1) !Incremento en la solucidn
u=u-inc !Actualizo solucidn
y=r !Recuerdo r anterior
call error (W,ge,c,u,r,emax) IResiduo + error
y=r-y !Diferencia fzas internas
! entre incr. consecutivos
inc=-inc !Paso a los métodos s=-inc
call broy (H,Ho,prod,inc, vy, k) IMétodo de Broyden
'call bfgs (H,inc,vy) IMétodo BFGS.
return
end

Se puede observar, que en lugar de la letra “K” para la matriz tangente, se utiliza
“Ho”, por similitudes con el algoritmo de estos métodos, que utiliza dicha nomenclatura.
Ademas, el célculo de K se hace, como ya se ha sefialado, Unicamente en el primer
incremento. El resto de variables tienen el mismo significado ya mencionado con

anterioridad. Ademas se emplea el vector “y” para almacenar el residuo del incremento
anterior y poder calcular la diferencia entre residuos, necesaria para el método.

La subrutina calcula, en primer lugar, el incremento en la solucion, seguidamente
almacena el error de la iteracion anterior en “y”, para pasar a actualizar la matriz de
rigidez segun el método deseado. Dicha actualizacion es almacenada, para cada iteracion,

en la matriz “H”; y es realizada a partir de la matriz de rigidez inicial “Hg”.

En ultimo lugar, ha de sefalarse que el cambio entre los dos métodos se realiza de
manera “manual”. Es por ello que la llamada a la subrutina “bfgs” se encuentra
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“comentada”, ya que en el caso presentado se utiliza el método de broyden (subrutina
“broy”), pero simplemente con descomentar una subrutina y comentar la otra se obtiene
el resultado con la subrutina deseada.

Subrutina “bfgs”

Esta subrutina procede a la actualizacién de la matriz de rigidez tangente (H), de
acuerdo con el método BFGS. Dicha actualizacion se realiza en base a la matriz de
rigidez inmediatamente anterior.

subroutine bfgs (H, s, V)

integer ci,cj

real*8 den

real*8 :: H(2,2),Hn(2,2),pl(2,2),s(2),y(2)

den=y (1) *s (1) +y (2) *s (2) !Calculo el denominador
do ci=1,2 !Calculo los corchetes (son el mismo traspuesto)
do cj=1,2
pl(ci,cj)=-s(ci)*y(cj)/den
if (ci.eqg.cj) then
pl (ci,cj)=pl(ci,cj)+1d0
endif
enddo
enddo

do ci=1,2 !Calculo producto primer corchete por H anterior
do cj=1,2
Hn(ci,cj)=pl(ci,1)*H(1,c])+pl(ci,2)*Ho(2,c])

enddo

enddo

do ci=1,2 !Mult.por 2°corchete.Sumo el término restante-->nueva H
do cj=1,2
H(ci,cj)=Hn(ci,1)*pl(c]j,1l)+Hn(ci,2)*pl(cj,2)+s(ci)*s(cj)/den
enddo

enddo

return
end

(Il [}

A parte de la matriz “H” y los vectores “s” e “y”, que contienen la actualizacion
de la matriz de rigidez, el incremento en la solucion y la variacion del residuo entre dos
iteraciones consecutivas, respectivamente, se tienen las matrices adicionales “Hn” y “p1”,
cuya funcion es almacenar la matriz de rigidez tal como es “pasada” a la subrutina y
servir de apoyo al célculo, respectivamente. Ademas, se emplea la variable real “den”,
que sirve de apoyo al célculo.
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Subrutina “broy”

Esta subrutina actualiza la matriz de rigidez tangente (H), segun el método de
Broyden. Realizandose la actualizacion con respecto a la matriz de rigidez original.

subroutine broy (H,Ho,prod,s,y, k)

integer k

real*8 val

real*8 :: v(2),H(2,2),s(2),y(2),corch(2,2)

real*8 :: omega(2),alm(2,2),prod(2,2),Ho(2,2)

! ACTUAL.MATRIZ (H) : PRODUCTO DE CORCHETE POR MATRIZ ORIGINAL

! CALCULO DEL CORCHETE PREMULTIPLICADOR

(Ho)

do ci=1,2
v(ci)=H(ci,1)*y(1)+H(ci,2)*y(2)
enddo

val=s (1) *v (1) +s (2)*v (2)

omega= (s-v) /val

! Obtengo el valor de omega
Lo multiplico por -incr.ant.--> corchete de la iteracion actual

|
do ci=1,2
do cj=1,2
corch (ci,ct]j)=omega(ci) *s(cj)
if (ci.eqg.cj) then
corch (ci,cj)=corch(ci,cj)+1d0
endif
enddo

enddo
Multiplico corchete act.por los anteriores-->corchete premult.

if (k.eg.l) then 11° iteracidén: no hay producto que realizar

prod=corch
else
alm=prod
do ci=1,2
do cj=1,2
prod(ci,cj)=alm(ci, 1) *corch(l,cj)+alm(ci,2)*corch(2,cj)
enddo
enddo
endif
! CALCULO LA NUEVA MATRIZ
do ci=1,2
do cj=1,2
H(ci,cj)=prod(ci,1l)*Ho(l,cj)+prod(ci,2)*Ho(2,c])
enddo
enddo

!Sumo la matriz identidad

(PRODUCTO DEL CORCHETE POR Ho)

return
end

La subrutina “recibe” la matriz de rigidez original (Hp), el incremento en la
solucion (s), la diferencia en el vector residuo entre dos iteraciones consecutivas (y).
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Ademas la matriz “prod” y el entero “k” (contador de iteraciones) han de “pasarse” de
iteracion en iteracion. El resto de vectores, matrices y variables son auxiliares al calculo.

Subrutina “newtonsecantes”

Esta subrutina calcula la solucién de acuerdo al sistema de solucion de los
métodos secantes.

subroutine newtonsecantes v2 (L,Up,c,u,r,ge,s,sg,sga,y,W,tol, emax)
integer j
real*8 tau,rho,vall,val2,tol,W,cl,c2,c3,emax

real*8 :: K(2,2),r(2),u(2),c(9),L(2,2),Up(2,2)

real*8 :: s(2),s9(2),sg9a(2),qe(2),y(2)

j=1

if (abs(r(2)) .eg.abs(ge(2))) then ! Calculo K en el 1° incr.
call tangente (c¢,K,L,Up,0) !flagl=0 : obtengo k=L ‘U
J=0 !Variable de control (j=0: 1l°iteracion)
endif

call incr (X,L,Up,r,sqg,0) !Tncremento (flagl=0: K=L -U)

sSg=-sg !Cambio el signo del valor del incremento
if (j.eq.0) then 11° iteracidén: tomo ese valor de incremento
S=sg
else 11° iteracion, calculo el nuevo incremento
call broyden sec (s,sg,sga) !Metodo de broyden secante
! call bfgs secante (s,y,sg,sga,r) !Metodo bfgs secante
endif
u=u+s !Actualizo la solucion
y=r !Lo que calculo en error es -r
call error (W,ge,c,u,r,emax) !Evaluo la bondad de la solucion
y=y-r !Lo que calculo en error es -r
sga=sg !Recuerdo el incremento anterior
return
end

Inicialmente (y so6lo para la primera iteracion) se calcula la matriz de rigidez
tangente, la cual se obtiene en su forma factorizada. Seguidamente, se calcula el
incremento en la solucion. Dicho incremento se emplea para actualizar la solucién: en la
primera la iteracion se actualiza directamente con dicho incremento, mientras que en el
resto de iteraciones, el incremento es recalculado segun alguno de los dos métodos
(broyden o BFGS).

Una vez actualizada la solucién, se calcula el error cometido vy, al igual que en los
métodos cuasi-Newton, se calcula la diferencia de error entre dos iteraciones
consecutivas.
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Ha de notarse la diferencia de planteamiento con respecto a los métodos Newton
modificados: mientras que aquéllos utilizan las subrutinas “bfgs” y “broy” para actualizar
la matriz de rigidez, en este caso, las subrutinas correspondientes sirven al calculo de los

nuevos incrementos en la solucién de acuerdo con un esquema secante.

Subrutina “bfgs_secante”

Esta subrutina calcula, a partir del valor del incremento obtenido mediante la
subrutina “incr” (sg), del incremento anterior (sga), de la diferencia de error entre dos
iteraciones consecutivas (y) y del error en la iteracion anterior (r), el valor del nuevo

incremento en la solucion (s).

subroutine bfgs secante
real*8 den,cl,c2,c3

(SRS g sgalne)

real*8 s(2),s8g9(2),sga(2),r(2),y(2)
den s(1)*y(1)+s(2)*y(2)
=(y(1)* Sga( )+y (2) *sga(2)) /den

02—(y(1)*sq(1)+y( ) *sg (2)) /den
c3=(s(1)*r(1)+s(2)*r(2)) /den
=(1d0+c3) *sg-c3*sga+ (c3-(1d0+c3)
return
end

“e2FecIFel) *

!Coef BFGS
!Coef BFGS
!Coef BFGS
IBFGS secante

Ademas, se utilizan las variables adicionales den, c1, c2, ¢3. Todas de caracter

real (de doble precisién), para facilitar el calculo.

Subrutina “broy_secante”

Esta subrutina calcula, a partir del valor del incremento obtenido mediante la
subrutina “incr” (sg) y del incremento en la iteracion anterior (sga), el valor del nuevo

incremento en la solucion (s).

-sg(2))

subroutine broyden sec (s,sg,sga)
real*8 tau,rho
real*8 s(2),sga(2),sg9(2)
tau=s (1) * (sga (1) -sg (1)) +s(2)* (sga(2)
rho=(s (1) *sg (1) +s(2) *sg(2)) /tau
s=(1d0+rho) *sg+rho* (s-sga)
return

end

!Broyden secante

Se utilizan las variables adicionales tau y rho, con el mismo significado que el

algoritmo genérico del método.

21




Fernando José Quevedo Gonzalez

RESULTADOS
Evolucién del error

Si se observa la subrutina “main”, se puede ver que se ha establecido una
tolerancia para la solucion (fuerzas de reaccion) de 1E-10. Asimismo, se puede observar
que esta condicidn se traduce en que se itera, con el método escogido, hasta lograr que el
valor absoluto del error maximo sea inferior a dicho valor de tolerancia.

Observando las gréaficas de convergencia para los diferentes métodos, se puede
apreciar que todos los métodos presentados convergen rapidamente hacia valores bajos
del error cometido.

__ 07
206
s espmmFull Newton
2 0,5
<04 eli=sNewton mod.
£03 esfe=Broyden
®
202 axEmBFGS
601
& 0 e=si@mBroyden tgte.
1 6 1 16 21 gueBFGS tgte.
# Iteraciones

Fig. 2 — Evolucion del error para los diferentes métodos.

Analizando las 4 primeras iteraciones se puede apreciar que el inico método que
presenta una curva ligeramente diferente del resto es el método de Newton-Raphson,
alcanzando sin embargo, valores similares del error a la 3° iteracion.

o
JEEN

0,7
206
= 0 esgusfull Newton
2 05
® 04 efl==Newton mod.
73 0,3 e Broyden
5 02 emBFGS
|

e@mBroyden tgte.

o

1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 =O=BFGS tgte.

# Iteraciones

Fig. 3 — Evolucién del error para los diferentes métodos.
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En cuanto al error final cometido y el nimero de iteraciones necesarias para
obtener un error inferior a la tolerancia especificada, se tiene que el método que mas
rapido converge es el método cuasi newton BFGS, y que todos los métodos convergen en
el entorno de las 10 iteraciones, salvo el método de Newton modificado, el cual precisa
de 20 iteraciones para alcanzar el error deseado.

Método # Iteraciones  Error final
Newton-Raphson 11 5.755E-11
Newton modificado (tension inicial) 20 6.5317E-11
Cuasi newton: Broyden 8 4.5937E-12
Cuasi newton: BFGS 7 1.0463E-11
Newton secante: Broyden 12 2.6077E-12
Newton secante: BFGS 8 1.1729E-11

Tabla 2 — Numero de iteraciones y error final para los diferentes métodos.

El menor error se encuentra en el método Broyden secante, sin embargo, siendo
de un orden de magnitud inferior al error cometido con el resto de métodos, excluyendo
al método cuasi Newton de Broyden. En todo caso, el error cometido es muy pequefio,
precisandose un bajo numero de iteraciones.

Deformada

En cuanto a la deformada obtenida por los diferentes métodos, se puede observar
que ésta coincide practicamente a la perfeccion, lo cual no es de extrafiar, teniendo en
cuenta la tolerancia impuesta para la solucién, que hace que la maxima diferencia en la
misma entre los métodos sea del orden de 6E-11. Cabe remarcar que en la figura se
muesta el valor absoluto de la coordenada z, esto es, la deflexion, y no su valor real (que,
si se toma como origen el extremo superior del cable, seria negativo).

23



Fernando José Quevedo Gonzalez

Coordenada x (m)

1 1 2 2
0 > 0 > 0 > = Newton-Raphson

= Newton modificado
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Fig. 4 — Deformada del cable para los diferentes metodos.

Asi, la maxima diferencia en la coordenada z entre los diferentes métodos es de
6.30394E-11 m., la cual se produce entre los métodos de Newton-Raphson y el método
BFGS, en el extremo derecho del cable.

En cuanto a la tension axial en el cable se refiere, ésta presenta una curva similar a la
obtenida para la deformada. A titulo de ejemplo se presenta la obtenida mediante el
método de Newton-Raphson.
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Coordenada x (m)

Fig. 5 — Tension axial del cable por el método de Newton-Raphson.

Se puede observar que la tension es minima para el punto donde ocurre la deflexion
méaxima del cable, siendo su valor de, aproximadamente 0.22 MPa. La tension maxima
por otro lado, se produce en el apoyo situado a mayor altura, tomando un valor
ligeramente superior a los 0.6 MPa.
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CONCLUSIONES

Todos los métodos presentados permiten resolver satisfactoriamente el problema
planteado, empleando para ello un reducido numero de iteraciones, lo cual es deseable
desde el punto de vista del anélisis numérico.

Entre todos los métodos empleados, el menor coste por iteracion lo presenta el
método de Newton modificado de la tension inicial, ya que en este caso no se recalcula ni
actualiza la matriz de rigidez tangente. Seguidamente se encuentran los métodos cuasi
Newton y los secantes, ya que estos plantean actualizaciones de la matriz tangente que
evitan el tener que recalcular la misma. Finalmente, el método de Newton-Raphson, al
exigir el calculo de la matriz de rigidez tangente en cada iteracion es el que mayor coste
computacional presenta.

Asi, teniendo esto en cuenta, se puede concluir que los métodos mas idoneos para
la resolucidon del problema planteado son los métodos cuasi Newton y el método BFGS
secante, ya que ademas del hecho de que su coste por iteracién es bajo, requieren de un
menor numero de iteraciones para hacer converger la solucion (al valor del error
especificado).
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